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���� �	��	� ��� ���������� ��� ������ ���� ���� ����	 ����	����� ������� ���� ��� ����	 ���	

��� ������� ����	���� ����	 ��� ��� �����	��� ����� ����� ��� ������� �� 
��������� ��	�  � ��	


��������� �� ��� �.�!%&� ��� �!�&�/!��� ��� ����� �����	��� ���� !�������� "����� ���

������ 
����	������ #�
����� ���� ��� �� ����������������� ���$
���� ��	� ��� �����
�� %��	 ��

����	����& ���� ���� ������	 ��� ���
����� �� ��� ������� '�(���	�� �

������� ������� ��	
���
��

�� ������� 	
����� ���� �� �� ��������� ������ ����������� ��� ��� �� ��������� ������

���� ���� ������ ��� ���� �� ������ �� ������������ ���  ���� ���� �
��� � ��� ���������!

�� � ����� "������������! ��� ����)���
� ��
����	����� �� ������������ #����� �� ������

���� ������������ ��� $�� ��� ������� "������������ ����� �� �����%����� ��������� ���

�*����	������ +�	����� ��� �������� ���������� "��� �� ����� &���' ������� ���! �� ����

����� ����� ��� ����� 0�1������ ��� ����� �������� &���'� ���(�����(��� ������� 	� ���

��������� ��)*� ��� �����*��� ��� 
���$� &���'�! �� ���� ����� ��+���� ������ �)�����

�(� ���� ������ �2��/� 
��������! ������ ��� �����! �� �� �� ��� 
���$�� &���'��

������� �(����! ��� �� ��� ��� ��� �
���� ��+���� ����� &���'� ��������� ������ �)��

���� ,� �!�( �� ��� ����� ������� (��� ������+����� &���'�! �� 3����4 ��� �������

-�������� ��� ��� �.����� �� ,��� ���� &������ ������� �� ����������� ��� ����� /,�!
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��� ������� � ��	
��� 
� ����� �	���
��
�� �
�	�� ��� ����
�������� �
 ��� ���	�� 
�����
 ��
 ����
 �
� �
��

����
��	���� �� ��� �
 ��� 
������	� �� �	
�� ��� ��
���	� � 
������	 �� �
����� � �������	 
 ��	����	
� ������
 �

��	
���� ���
 � ��	
��� 
� �
���� ��������
��� � 
 ��	����	
 ��� �	
�����
� ��	��
� �� ���	� ���	� ������	
���� �����


 ���
 ���
 � 
�����
�
�� � 
������	� ���������� ��	���� ����� ����
 � �� ���
	�	�
 ��������� ��	 �� ����	�

����	
����



�������	
��
����� #

������ ��� � ����� "��� !��  �����	� ���� �.�������� -�������������� �������� �0�

��������� ��������(���� �� 13 1���� ��� �� ����� ������ �������� 2������� ��� ������

�.���� �(� �� 
���$�� &���'� ����	 ��� -����� ����������� ����� ��*�����)������ "���

�� ���� ��� &��� ��� ���� $��������� &��� (������
� ��� ��� �� $�� ���� ��� �� ������ 3��

��� -�����(�� ��� �(��������� &�������������

�� ��������� ������� ���� ���� ��� 2�������! ������� $��� ������ 2�����! �� �������!

3�����������! 1�
����� ��� ����0��� ,� ������ ��� ������! ���� �� ����4����� �)���� ��! ��

������� ��������� ��� �� ���������� ��������� �� ������ ���� ��������� &��� ��� ��

+��
� ��� 
���$�� &���'� ��  ���� ������ �� ����� ����$�� 5����4���� $�� ������ ���!

��� �� �.��� �� �����������! ���� ��� �� ���� ��� ������ ��������� ��� �
���� � �����

3����������� $�� ������ +��
������� ���  ���� ���������������� ������ �����$����4�����

�� ��(������� 5����4���� ����� ����������������� &��� ������

����� 1�.� �� ��� ������ 6������������� ��� ,��������� ���� 1�.���! ������� $�� ���� 78

9����� $�� ���� ������� ��� ����� -��� �(� ���4���� � ��� ��������� �� ��� # ����$���

��4� � ������� $������� �����: �� ��� ���� �������)��� ;���$�������������

���� ������� �������	�

��� ������ ���� 	
����� ��� ��������� ���� ���� $���������� �� ��� ��������� �������

���� ������� $�� �������! ����������! ���������������! <��������! �'���������������

���! &������4���! 	
����! 	0������������

��! 2�����! =���������! ��� $���� ����� 	�

��� � 5����������! 	������� ��� ;����(����� ����������

;����

�>

�� ������� ��� �� ��  ���! %�� ��	 +�	����	��.! 	
����� 5������

�� ������! /���� +��
�������! 5���������� ��� #�
������
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�6� ��������! ��� &��
�� �� 	���������� �� �
����! �� �� � ��� ��������� $���(����!

������ ?� ���� ��������� �� ����������� �� �� ���� ���� ����� �� ��� +��
� $�� ?��

 ������ �� ?� ���� ��*��  �����	� ��� ������ "� ��������� ��� ��� ����� �� ����

2��*����������! �� ,������� ������ �� ������ &��������� ���������� ��� 	���$������ @a

�� �� ,������ ��� ����� AA ��� $���(��� ��

a ∈ A

������� "����� �� ������� �������! ���� �� ?� ��� x ���� �� ��� ����� A ���)��! �� ������

�� ������ ���� 	���� ����� ��� ∈�	0�����

x /∈ A

�������� ����! ���� x ��� ,������ $�� A ���

�6� �� $���� �4���� �)���� �� ��� ����� ����������! ���� �� ���� ,������� �.
��� ����

��������� 	� ����� �� ��

X = {a, b, c, d}
��! ����

a ∈ X, b ∈ X, c ∈ X, d ∈ X

��� ��* X ���� ������� ,������� ����

�6� 3�� ������ ��� �����! ���� �� �������� ,������� �������� ���� ��������

A = B,

���� �(�  ���� x ���

x ∈ A ���� ��� ��� ���� ���� x ∈ B.

������������ �� ����

{a, b, c, d} = {c, b, d, a},
�� ����� ��� �� #��������� ��� ,�������� ���� ��� &������! ���� ����

{a, a, b, c, d} = {a, b, c, d}



+

�6� ,�� ����� A ��*� 0������
� ���� ����� B! ���� ���� ,������� $�� A ���� �� B

���)���� "� ������� ��� ���

A ⊂ B.

?�� +���� ��� ���� �� &���������

A ⊆ B

�� ����� ��������� &��������� -���� ����� ��� ��� ����� 	���������� 9�����! ��� ���

����� ��! �� &��������� A ⊆ B �� ��������! ���� �� ��� &��������� A ⊂ B ���� A ⊆ B

���! ���� ��*�����! ��* A �= B� �� ��� <��.� ����� ���� �������������� B�������� ��� ������

	����������� ���$��� �� ����� 	0������ �������� A ⊂ B ����! ���� �(� ���� x ���> ���� x ∈ A!

���� x ∈ B� "��� �� � ����� 1�.� ������� ������ ���� A ��� 1������� $�� B ��! ����

A �= B! ���� �������� ��

A � B.

��� A ⊂ B ���� ��� ����! �� �������� ��

A �⊂ B.

�� ��������� ������� ,����������� ��� ���������������� ⊂ ��� ������ �� $��+�����>

C� �(�  ��� ����� A ���> A ⊂ A�

D� "��� A ⊂ B ��� B ⊂ C! ���� �� A ⊂ C�

7� "��� A ⊂ B ��� B ⊂ A! ���� �� A = B�

�6# �� ����� ��� ������ n ���(������ 3����� ����� �� � ����� 1�.� �� n ��� ����

n = {1, 2, 3, . . . , n}.

���� ��� ��� &��
��

3 ⊂ 5, 3 ∈ 5, {3} ⊂ 5, {2, 3} ⊂ 3, 5 /∈ 3, 5 �⊂ 3.

&�������� ��� �� �����

A = {1, 2, 3}.
�� ,������� $�� A ��� ������ ����� ������� ,� ���

2 ∈ 2, 2 ∈ A,

���� 2 /∈ A� ,� �� {2, 3} ⊂ A! ���� {2, 3} �⊂ A�
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�6� "� �)���� ��� 1������� ����� ��� ���������������� ,��������� ��� ,������� �����

���� ��� P (x) ��� ������� (��� �� ,������� x ���� ����� X! ���� ����� �� ��

{x ∈ X | P (x)}

�� 1������� $�� X ��! ������ ����� ��� ��� ,�������� x $�� X �������! �(� �� �� �������

P (x) ���� ��� ������ ��� �������� &����������� ��� {x ∈ X : P (x)} ���� ���� {x | P (x)}
���� �� ����� X $����� ���������� ������ ��� ��� ��+���� ��� ���� ����

{x ∈ X | P (x)} ⊂ X.

�6+ 3��4.����

	� X = 6 ��� P (x) = Ax �� �� 1���� $�� 8A� ���� �� {x ∈ X | P (x)} = {1, 2, 4}� ��� ����

���! ���� $���������� �������� �������� �� ��� ������ 1������� �(���� �)����� 	� Q(x) = Ax

�� �� 1���� $�� 4A! ���� ��

{x ∈ X | P (x)} = {x ∈ X | Q(x)}

�6" �� B������ {x ∈ X | P (x)} ����� ��� ��� ,��(����� ���� ������ +��
�! ��� ��

�������� 
������� ����! ���� �(�  ���� x ∈ X �� ������� P (x) ������ ��� ,� &��
�� ��

X = 6 ��� P (x) = @x > 7A�

�� ����� +��
� ������� �� ∅� X = ∅ �������� ����! ���� X ���� ,������� ������� ������

������> �(� ���� x ��� x /∈ X� ��� �������� 2�(���� �)���� �� �����*��>

C� ,� ��� ��� ��� ����� ������

D� �(�  ���� X ���> ∅ ⊂ X�

7� "��� A ⊂ ∅! ���� A = ∅�

�� 1�������� ∅ ��� X ������ �� �� 	�������� 0������
�� $�� X�

�67 �� �����! ������ ����� ���� 1�������� $�� X ��� ,������� ������! ��*� �� ��	������
�

$�� X ��� ��� �� P(X) ������� ��� ��� &��
�� X = 3! �� ��

P(X) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}
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�6�� 	�� ��� ������ A ��� B �������! �� �)���� �� ����� !���������		 A ∩ B �����!

������� ����� ��� ����� ,�������� �������! ������ ������ �� A ��� ���� �� B ���)���� ����>

A ∩B = {x | x ∈ A ��� x ∈ B}.

&������! ����

A ∩B = {x ∈ A | x ∈ B} = {x ∈ B | x ∈ A}.
,� �� ����

A ∩B = B ∩A,

�� ������������������ �� �����	�	��! �� ����� ��� �� #����������� ���� ��� "���� ��

����! ���� A ∩ B ⊂ A ��� A ∩ B ⊂ B� &������ A ��� B ���� ���������� ,�������! �� ��

A ∩B = ∅� ��� $��+���� ���� �(�� �������� #�����>

C� A ∩ ∅ = ∅�

D� A ∩A = A�

7� "��� C ⊂ A ��� C ⊂ B! ���� C ⊂ A ∩B�

E� A ⊂ B ���� ��� ��� ����! ���� A ∩B = A�

�6�� ���� ���� ��� ��� ��� ������ A ��� B �� 1������
��
 A∪B �����! ������ ��� �����

,�������� �������! ������ ��������� ���� ��� ����� ������ �����)���� ����

A ∪B = {x | x ∈ A ���� x ∈ B}.

�� @x ∈ A ���� x ∈ BA ����� �� ��� x � A ���� x � B ���� �$������� x � A ��� x �

B� �� ��� ��������� ��� ��� "��� @����A ���� ���� � ��� ����	 ��������������� �����	��


�������� =��� �� A∪B = B∪A ��� A ⊂ A ∪B! B ⊂ A∪B� ��� $��+���� ����� ���� �(��!

���� �������� #����� ������>

C� A ∪ ∅ = A�

D� A ∪A = A�

7� "��� A ⊂ C ��� B ⊂ C! ���� A ∪B ⊂ C�

E� A ⊂ B ���� ��� ��� ����! ���� A ∪B = B�

�6�� �� ��� ���� ���� ������ A,B,C ���� ��� �� ?
�������� ∩ ��� ∪ � $�����������

#���������� ����(����� ,� ������ �������� #�����>
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C� (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩C)

D� (A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪C)

∩ ��� ∪ ��� ���� �������	��� ��� ,������ �4��� ���� ��$�� ��! � ������� #��������� ���

$������� ��� ����� 2���� �4��� ��� �� =������ ��� ��� ��� ������� ������ A∩B∩C �����

A ∩ (B ∩ C) ��� A ∪B ∪ C ����� A ∪ (B ∪ C)� ��*����� ���>

7� A ∩ (B ∪C) = (A ∩B) ∪ (A ∩C)

E� A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪C)

��� ��� �� !��	���	���	2	���
���� "����� ∩ ��� ∪ ������������ �������! �� �� �� ���� �����!

��� �� =��������� �� �������

�6�� ���� #���� ���� ��� ���� ���)� �� &����� � ��� ,���� ����������� ��� &��
�� ������

�� #���� E�

A ∪ (B ∩C) = (A ∪B) ∩ (A ∪C)

&�������� � ��� ,���� �� ������! ������ $�� ��� ����������� =����� ����������� �������

B C

A

	����� �������� ������ 1���3!��
����� �������! ���� ���� ,�+�����

"�#� $��� ��%&������



��

�6�� �� �� ���� �� �����! �� ��� �� ��� #���� (��� ������ �����	! ����� �� ��� ����

������� -$� ����� �8 ,��� ����� ��! ����

A ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

	� x ∈ A∩ (B∪C)� ��� ��������! ���� x ∈ A ��� x ∈ B∪C� ���� ��� �� ��� �)���������>

a ∈ A ��� x ∈ B! ���� x ∈ A ��� x ∈ C� �� ������ ���� �� x ∈ A ∩ B! ���� ����� x ∈
(A ∩ B) ∪ (A ∩ C)� �� ������ ���� �� x ∈ A ∩ C! ���� ���� ����� x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)� "�

����� ���� �����������>

"��� x ∈ A∩ (B ∪C)! ���� x ∈ (A∩B)∪ (A∩C)� ���� ���� ������� �� ����� �� ��+����

$��

A ∩ (B ∪ C) ⊂ (A ∩B) ∪ (A ∩ C).

"� �(����  ���� ���� �����! ���� ����

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊂ A ∩ (B ∪ C).

B��> A ∩B ⊂ A ��� A ∩ C ⊂ A! ���� ��

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊂ A (1).

��*����� ���

A ∩B ⊂ B ⊂ B ∪ C,

A ∩ C ⊂ C ⊂ B ∪C,

����

(A ∩B) ∪ (A ∩C) ⊂ (B ∪C) (2).

FCG ��� FDG ������ ��������

(A ∩B) ∪ (A ∩ C) ⊂ A ∩ (B ∪ C),

��� �� ����� ����

/,�

�6�# 	�� A ��� B ��� ������! �� ��������� A \ B �� ����� ����� ,������� $�� A! ��

���� � B ������ ����

A \B = {x ∈ A | x /∈ B}.
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&������! ���� �� B������ A \B ���� $���������� ���� B ⊂ A�

�(����� $��+���� ��� �������� #����

C� (A ∪B) \B = A \B�

D� (A \B) ∪B = A ∪B�

7� (A \B) ∪ (A ∩B) = A�

�6�� ��� A ��� 1������� $�� U ! ���� A ⊂ U ! �� ����� ��� U \ A ��� "��������	 ��� A ��

U � �(� 0������
�� A ��� B $�� U ������ �������� #����� F$��+���� �� ������HG>

C� A ∪ (U \A) = A! A ∩ (U \ A) = ∅�

D� U \ (U \ A) = A�

7� A ⊂ B ���� ��� ��� ���� ���� (U \B) ⊂ (U \ A)�

E� U \ (A ∩B) = (U \ A) ∪ (U \B).

I� U \ (A ∪B) = (U \ A) ∩ (U \B).

'�(����� )� *��(�� ��%�
��%+��

�� ������� ��� #����� ��*�� �� 4��������	2	�
���	�� $�� �� *��(��! ������ ∪ ��� ∩ $���

���������

;���� �� $����� ����! ���� ���� � &������� ��������� ������ 1�������� ���� ������ �����

U ���! �� ����� ��� U \A ������ ��� "��������	 $�� �� �(� ��� =��
������ $�� A +����

��� �������� �� B������ �A� �� �� ����������� #����� ������ ���� �(A ∩B) = �A ∪ �B!



��

�(A ∪B) = �A ∩ �B�

�6�+ �� 	��������3����������� ���>

N = {1, 2, 3, 4, . . .}! �� ����� ��� ��	)������� 5������

N0 = {0, 1, 2, 3, 4, . . .}! �� ����� ��� ��	)������� 5����� ��	 ��� 0!

Z = {0, 1,−1, 2,−2, . . .}! �� ����� ��� 
����� 5�����!

Q = {a
b | a ∈ Z, b ∈ N}! �� ����� ��� ��	������� 5�����!

R! �� ����� ��� ������� 5������

,� ��

N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.

	�� a, b ∈ R! �� ������� ��� ����>

(a, b) = {x ∈ R | a < x < b} �'���� �����$���!

[a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b} �����'���� �����$���!

(a, b] = {x ∈ R | a < x ≤ b} �����'���� �����$���!

[a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b} ������������� �����$���!

(a,∞) = {x ∈ R | a < x}!

[a,∞) = {x ∈ R | a ≤ x}!

(−∞, b) = {x ∈ R | x < b}!

(−∞, b] = {x ∈ R | x ≤ b}�

�� ������� 3����� ������ � ��� 5�������� ��� ����0�� ����� ��+����� 	
4��� ������ 	� ����

�� ����� ��� ������*�� 5����� C ������ �������



�� � �95�)

�6�" ��� �(�  ���� i ∈ I ��� ����� Ai �������! �� ����� ��� I ��� 6���*���
� �(� �� ������

Ai� ��� ��+����
⋂

i∈I Ai ��� �� ����� $�� ,������� ������ �� ���� Ai ���)���! ���
⋃

i∈I Ai

��� �� ����� $�� ,������� ������ �� ��������� ���� ��� ������ Ai ���)���

⋃
i∈I

Ai := {a ∈ A | a ∈ Ai �(� �� i ∈ I},
⋂
i∈I

Ai := {a ∈ A | a ∈ Ai �(� ���� i ∈ I}.

�(�
⋂

���
⋃

������ 4������ #����� �� �� ����������� ��� 5�������� $�� ��� �������

	�� ��� &��
�� ���� Ai ⊂ U ! �� ������ ����� �� *��(������ #�����>

U \ (
⋂
i∈I

Ai) =
⋃
i∈I

(U \ Ai)

U \ (
⋃
i∈I

Ai) =
⋂
i∈I

(U \ Ai)

� �����

:�6�; �� ������ =�
��� ��� �� ��������� ��� ������������� �����*�� ��

@�(�  ���� x ��� . . .A!

@���� . . .! ���� . . .A!

@���� ��� ��� ����! ����A!

@���A! @����A! @����A �

"�� ���� ��� ������ ������� &���'� ���� ��� � ������������� ������������� ��� &����

��� $��������! ��� ��� ���������� ��
����� �(���� �����(���! ����� ������ ��� �� ��������

����� "� ����� ��� �� ����$����������� 	0������

�� ,���	�����

∀ @�(� ����A!

∃ @,� �.�����A�

?�� ������� ��� ����



�#

∃ H @,� �.����� ����� �� @�

�� "�����	����

=⇒ A���� . . .! ���� . . .A

⇔ A���� ��� ��� ����! ����A

∨ A����A

∧ A���A

¬ A����A

�6� �� -��� ����� �������� 	0����� �� �� �)����! ������������ �������� ���� ���
���

�� ��������

C� �(�  ��� ������ 3��� x ���> ���� |x| = 1! ���� �� x = 1 ���� x = −1� �� ��� 	
����� ���

;��� ��� ���

(∀x ∈ R)(|x| = 1 =⇒ (x = 1) ∨ (x = −1))

D� �� 2������� x2 + x− 1 = 0 ��� ��� ������ B���������� �� ��� 	
����� ��� ;���>

(∃x ∈ R)(x2 + x− 1 = 0).

7� �� 2������� x2 + x+ 1 = 0 ��� ���� ������ B���������� �� ��� 	
����� ��� ;���>

(¬∃x ∈ R)(x2 + x+ 1 = 0).

����! ��� ������ 4%�$����� ��>

(∀x ∈ R)(x2 + x+ 1 �= 0).

E� ,� ���� A ��� B 1�������� $�� U � �� ��+���� $�� A = B ��> �(� ���� x ∈ U ���> x ∈ A

���� ��� ��� ����! ���� x ∈ B� �� ��� 	
����� ��� ;���>

A = B ⇐⇒ (∀x ∈ U)(x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B)

2���� �� +���� �� �(� A ⊂ B ��� ��������

A ⊂ B ⇐⇒ (∀x ∈ U)(x ∈ A =⇒ x ∈ B)

��� �(� �� ������� A ∩B �= ∅

A ∩B �= ∅ ⇐⇒ (∃x ∈ U)(x ∈ A ∧ x ∈ B)



�� � �95�)

�6� 	� ������ �����������! ���� � ������������� 1�.��� ���� �
����� �� �������� 	0������

���������� ���! �� 	0����� ¬,∨,∧ ������ ����� ���� �������� �� �������������������

�� ���������� ��� $�� �������� 	0�������

�6� ,�� ������� F<��
�����G p ���� ���� ���� 7����� ���� ��� ��� �������� p ��� q

�������� ��� ���� ������� ����� 5����(
���� �� -��� ��� =������$��� �� "������ ���

����������������� ������� �4��� �� $�� ��� �������� 1�����

¬p �� ����� ���� ����! ���� p ������ ���

p ∨ q �� ��� ���� ������! ���� p ��� q ���� 7����� ����

p ∧ q �� ��� ����! ���� p ��� q ���� ���� ����

p =⇒ q �� ��� ������! ���� p ���� �� ��� q ������� �� ����� ������� �4���� �� p =⇒ q �����

������������ �� p =⇒ q ����! ���� p ������ ��� ��� �)�� ��� ���� ��! ���� ��� �����

�������� ���� ��� ����� ��������

p ⇐⇒ q �� ��� ����! ���� p ��� q ���� ���� ���� ���� 7����� ����

��� ����� ��� ��� � ���� %������	�	�7�� ��������

p q ¬p p ∨ q p ∧ q p =⇒ q p ⇐⇒ q

w w f w w w w

w f f w f f f

f w w w f w f

f f w f f w w

����� ���������� ��������� ��� "������������ ���� ��� �� "������ $�� ���
���������

����������������� <��
������� ������������

,�� �������! ������ �����4��� $�� ��� "������ ��� &���������� ���� ���� ��! ����� ���

���� ��� 0��	���
��� &��
��� ��� �������� ��������>

p ∨ (¬p) ,



�+

p ⇐⇒ ¬(¬p) ,

p ∧ (p =⇒ q) =⇒ q .

�� ������ #���� ������! ���� �� ��� p ��� p =⇒ q ���� q ������� �)�����

�6� 3�� ���������������� �������� ��*�� ��
���� 28�������	! ���� �� �� ������ "��������

����� ������ 5��+���� ������! ����>

¬(p ∨ q) �� 4%�$����� �� (¬p) ∧ (¬q) ,

¬(p ∧ q) �� 4%�$����� �� (¬p) ∨ (¬q) ,

p =⇒ q �� 4%�$����� �� ¬(p ∧ ¬q) ,

p =⇒ q �� 4%�$����� �� (¬q) =⇒ (¬p) ,

p ⇐⇒ q �� 4%�$����� �� (p =⇒ q) ∧ (q =⇒ p) .

&������! ���� P 4%�$����� �� �� Q ����� ����! ���� �� ������� P ⇐⇒ Q ��� 1�������� ���

�6# &������! ���� p =⇒ q ��%&� 4%�$����� �� �� (¬p) =⇒ (�= q)� ��� &��
�� �� n ��� ���(��

���� 3���! ��� p �� ������� @n �� ����� 4 ������A! q �� ������� @n �� ����� 2 ������A� ���

��� 3��� ����� 4 ������! �� �� �� ����� ����� 2 ������! ���� �� �� ������� p =⇒ q ��������

����� ���� ¬p �� �� ������� @n �� ���� ����� 4 ������A! ¬q �� ������� @n �� ���� �����

2 ������A� �� ������� (¬p) =⇒ (¬q) �� ������� ��� ��� 1�������! ���� ��� 3��� ���� ����� 4

������ ��! �(���� �� �'��������� ���� �������! ���� ���� 3��� ���� ����� 2 ������ ���

��������� �� p =⇒ q 4%�$����� �� (¬q) =⇒ (¬p) ��� � ������������� &��
�� �� � ���

1�� (¬q) =⇒ (¬p) ����> "��� ��� 3��� ���� ����� 2 ������ ��! ���� �� �� �������� ����

����� 4 �������

�6� ,� ��2����	 �� ��� �������! ������ $�� ���� ���� �������� 5������� ���4���� 	�����

�� �(� �� 5������� "���� ��! �� �������� ��� ������� <��
�����! ������ ���� ���� ������ ���

"� ������ $����� �������� ����� �� <�4������ �� ���� ��� <�4���� @n �� ����� 4 ������A



�" � �95�)

���� ����� ���	�	�	��� $�� n = 3 (��� � �� ������� <��
����� @3 �� ����� 4 ������A�

��� <�4���� P (x) = Ax ∈ [0, 1]A ���� ����� 	��������� $�� x = 1
2 (��� � �� ����� <��
���

��� @ 12 ∈ [0, 1]A�

�6+ ,� <�4���� P (x) ���� ���� ��� <��
����� ������! ���� �� �� 5������ @�����A! ��

��� �� $�� P (x) (∃x ∈ U) ���� (∀x ∈ U) ��������� -���� �� ���� U �������� ������ ,�

��������� �� <��
�������

(∃x ∈ U)P (x)> @,� �.����� �� x ∈ U ! �(� ��� P (x) ���� ��A

(∀x ∈ U)P (x)> @�(� ���� x ∈ U �� P (x) ����A

3�� &��
��>

(∃x ∈ R)(x2 + x− 1 = 0) �� ��� ����� <��
������

(∀x ∈ R)(x2 + x− 1 = 0) �� ��� ������� <��
������

�6" &� B������ ������ ∃ ��� ∀ $���������� ,� ���>

¬[(∀x ∈ U)P (x)] ⇐⇒ [(∃x ∈ U)(¬P (x))] ,

¬[(∃x ∈ U)P (x)] ⇐⇒ [(∀x ∈ U)(¬P (x))] .

&��
��> �(� ��� 1������� A ⊂ U ���

A = ∅ ⇐⇒ [(∀x ∈ U)¬(x ∈ A)] .

�� ������� B������ ������

A �= ∅ ⇐⇒ [(∃x ∈ U)(x ∈ A)] .

�67 ������������������ /�������� ������ �� ����� �������>



�7

(∀x ∈ U)(∀y ∈ V ) . . . �(� ���� x ∈ U ��� ���� y ∈ V . . .

(∃x ∈ U)(∃y ∈ V ) . . . ,� ��� x ∈ U ��� y ∈ V ! �� ����. . .

(∃x ∈ U)(∀y ∈ V ) . . . ,� ��� x ∈ U ! �� ���� �(� ���� y ∈ V ��� . . .

(∀x ∈ U)(∃y ∈ V ) . . . �(� ���� x ∈ U ��� �� y ∈ V ! �� ���� . . .

&��
��> ,� �� U = V = R �� ����� ��� ������� 3������ "� �������� $���(��� ∀x ��� ∃x �(�

∀x ∈ R ��� ∃x ∈ R� &�������� ��� <�4���� x > y�

C� (∀x)(∀y)(x > y) �� ������! ��� x > y ������ �� �(� x = 0 ��� y = 1�

D� (∃x)(∃y)(x > y) �� ����! ��� x > y ���� �� �(� x = 1 ��� y = 0�

7� (∃x)(∀y)(x > y) �� ������! ��� �� �(�  ��� "��� $�� x �� y +���� ����! �� ���� x > y ������

��! ��&� y = x+ 1�

E� (∀x)(∃y)(x > y) �� ����! ��� �� �(�  ���� x �� y +���� ����! �� ���� x > y ���� ��! ��&�

y = x− 1�

&��
��� 7� ��� E� �����! ���� �� /�������� ∀ ��� ∃ ��%&� �&�� �������4 $��������� ������

�(����>

(∀x)(∃y)(x > y) �� ����!

(∃y)(∀x)(x > y) �� �������

�6�� �� #�������� =! ⊂ ��� �� ?
�������� ∩! ∪ ��� \ �(� ������ A ��� B ����
������

��� =������$�� ⇐⇒! =⇒! ∧! ∨ ��� ¬ ��� ��� <�4������ @x ∈ AA ��� @x ∈ BA! �� ��������

����� 1������ ����>

A = B x ∈ A ⇐⇒ x ∈ B

A ⊂ B x ∈ A =⇒ x ∈ B

A ∩B x ∈ A ∧ x ∈ B

A ∪B x ∈ A ∨ x ∈ B

A \B x ∈ A ∧ ¬(x ∈ B)
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�

� ���������	�

0�1������ �6� ,�� ������
 $�� ���� ����� X � ��� ����� Y �� ��� 5�������� f ! ��

 ���� x ∈ X ����� �� y ∈ Y ��������� "� ������� ��� ��

f : X −→ Y

����

X
f−→ Y

"��� x ∈ X ����� f �� y ∈ Y ���������� ���! �� ��*� y ���� ��� &�� $�� x ����� f ���

��� ������� y = f(x)� ,�� �������� ��� �������� ���� #���	��� ��������

X Y X Y

Eine Abbildung Keine Abbildung

�6� ,�� �������� ��� ������� ����� ���� �����: X! Y ��� ��� 5�������� f � "� ������

X �� !�9��	�������
� $�� f �

Y �� %��	����
�!

f(x) ��� ���� $�� x ����� f �

x ��*� �� ����� $�� y! ���� f(x) = y�

�6� 3��4.����

C� 	� R �� ����� ��� ������� 3������ &�������� �� �������� @����A

sin : R −→ R ,

	���� f �������� ��  ���� ���� sin� &��������� �� sin(x) ������� ������� �(�  ��� ������

3��� x� ���� �� y ∈ R ���� �������� ������� ������� ������ ���� ���� �� 
�������!

���� �� y ∈ R ��� ���� ������� ����

D� "� ���������� �������� �� �������� @����A! ����  ���� �� ��� �����$��� [0, π] ���

��+���������� ��� [0, 1] ��� "���������� B��� ��� ��+���� ��� &���'� ��������



��

�(���� �� ���� �������� ����� ������������ $�� ��� @����A��������� � $��������

&��
��� ��� ����� ��� ���� ��� ��� 1�������! ���� �� � ����� ���� ���� ,������� � ���

"��������� ���! �� ���� ������� �������� ��*����� ���  ���� y ∈ [0, 1] ��� �)�������

��� �������! ��� ��� �� � ������ &��
�� ���� ���� ��� �����

7� 	� A �� ����� ����� ������� � ��� ,���� ��� �� B �� ����� ����� <����� ��� ,�����

"� �)���� ��� �������� $�� A ���� B �����������! ���� �� ��� &��
��  ����

������ ����� 	�����
���� ���������

E� 	� A �� ����� ��� 	��������! ������ (��� �� -���0 $���(���� "� �)���� ���� ���

�������� $�� A ���� ��� ����� ��� ������ 3����� �����������! ���� ��  ���� a ���

A ���� 1������������ ���������

�6� ��� ��� ��+���� ��� �������� ����� ���! ���� �� ��� ���������� f : A −→ B

��� f : C −→ D �� @��������� 5��������A ��� ����������� ��'����� �(����! ���� A �= C

���� B �= D� ��� � �� ���� 	������ A ⊂ C ��� B ⊂ D! ���� ������ �� f : A −→ B ���

 ������2����
 $�� f : C −→ D! ���� ���� f : C −→ D ���  ����	����
 ��� f : A −→ B�

��� �������� 	
�������� �� B = D ��� A ⊂ C! ���� ������� �� �� ,�����4����� $��

f : C −→ B ��� f |A : A −→ B� f |A ��*� ���  ������2����
 ��� f ��7 A� ����! �(� f : C −→ B

��� A ⊂ C �� f |A : A −→ B ��+���� ����� f |A(x) = f(x) �(� ���� x ∈ A�

�6# ,� �� f : A −→ B ��� ��������� �� &��
�� C ����� �� ������ �������! ���� ��

���������� ���! �(� �� ���� ���� ,������� ��� ��� "��������� �� ����� �������� "���

��� 
������! ����� �'����� ����  ���� y ∈ B ��� f(x) $�� �� x ∈ A� "� �������

f(A) := {y ∈ B | (∃x ∈ A)(f(x) = y)} = {f(x) | x ∈ A}

��� ������ f(A) ��� ���� $�� A ����� f � ��� f(A) = B! ���� ���� �� ����������� 	������

���� ���� ��� ��� �� �����> f �� ��� �������� $�� A ��7 B! ���� f �� ��� ���:��	���! ����

f �� ���:��	��� �� ���������! ���� f : A −→ B ��� 	�� ����� ��! ������� ��� ��������

f : A � B�

-��  ���� y ∈ B �)������� �� �����! ����

(∀u ∈ A)(∀v ∈ A)(f(u) = f(v) ⇒ u = v),

���� ����� �� f �� ����3��3����! ���� f �� ��� 6�:��	���! ���� f �� ��:��	��� �� ���������!

���� f : A −→ B �� �� ����� ��! ������� ��� �������� f : A ↪→ B� ,�� ��������! ������

� ���$ ��� ��� ���$ �� ����� ��� ��� ��:��	��� ���� ��� ����! f �� �:��	���
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surjektiv

bijektiv nicht injektiv
nicht surjektiv

nicht injektiv nicht surjektiv
injektiv

�6� 3��4.���� &�������� �� ��������$�������� f(x) = x2 � ��� ��������� �4����>

C� f : R −→ R!

D� f : R −→ [0,∞)!

7� f : [0,∞) −→ [0,∞)!

E� f : [0, 1] −→ [0, 2]�

5��+����>

C� f �� ���� � ���$! ���� ��� ���$�

D� f �� ���� � ���$! ���� ��� ���$�

7� f �� � ���$ ��� ��� ���$! ���� ��� & ������

E� f �� � ���$! ���� ���� ��� ���$�

�6+ �� $���� �4���� ����� �� ����� B���� �(� ��� ��������! �� �� �� sin, cos, tan! ����

�� ��������$�������� �� ���� ������! �� �� f(x) = x2, f(x) = x3, f(x) = ex� 	���� ���� ��

��������! @�� �������� f �� f(x) = . . . $�������� �� �� B������ x �→ f(x)� 3�� &�
��

x �→ x3 + x : R −→ R! ��� ��������> �� �������� f : R −→ R �� f(x) = x3 + x� ?�� �������

��� ����

f : R −→ R, x �→ x3 + x



��

�6" 2������ ��� ��� ���������� f : A −→ B ��� g : B −→ C! �� "��������� $�� f

����� ���� �� ��� ��+���������� $�� g (������ ���� �)���� �� �� ��������
���	�	�

������


g ◦ f : A −→ C ,

��+���� ����� (g ◦ f)(x) := g(f(x))! �����������

�67 3��4.����

C� A = B = C = R! f : R −→ R, x �→ x2! g : R −→ R, x �→ x3!

���� �� g ◦ f : R −→ R, x �→ x6�

D� 	� A �� ����� ��� <����� ��� ���� ������ 2������ l � ��� ,����� 	� B �� �����

��� -���������� � ��� ,����! ������ ���� ������ <���� M ��� ,��
���� �����! M /∈
l� 	� C �� ����� $�� <������ ���� =����� �� �����
���� M � 	� f : A −→ B

�� ��������! ������  ���� <���� $�� l �� -��������� ����� ����� <���� �� M ���

,��
���� ��������� 	� g : B −→ C �� ��������! �������  ��� -���������� ��� B ����

	�����
���� �� ��� =��� ��������� �� ���������������� �������� g ◦ f : A −→ C

�� �� <�� ����� ��� M $�� l ��� ��� =���� F������ ��� 	���� ��� 	������ ���G

7� &�������� �� ����������

f : R −→ [0,∞), x −→ x2,

g : [0,∞) −→ R, x �→ √
x.

���� ��

g ◦ f : R −→ R, x �→ |x| .

�!�( �6�� �� ����� f : A −→ B	 g : B −→ C	 h : C −→ D 
���������� ���� ����

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f).

������� 	� x ∈ A ������� ���� ���>

((h ◦ g) ◦ f)(x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = (h ◦ (g ◦ f))(x) .

/,�

�!�( �6�� �� ����� f : A −→ B �� g : B −→ C 
����������

�� ��� f �� g ��������	 �� ��� ���� g ◦ f ���������
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�� ��� f �� g ���������	 �� ��� ���� g ◦ f ����������

������� CG ����������! �(� x ��� x′ ��� A ��� (g◦f)(x) = (g◦f)(x′)� ��� �������� g(f(x)) =

g(f(x′))� �� B ����� ��  ���� f(x) ��� f(x′)! ������ ����� g �������� &�� �������� �� g � ���$

��! ����� f(x) = f(x′)� ���� ���� f �� � ���$! ���� ����� x = x′� "� �����  ���� ���� ������!

���� g ◦ f � ���$ ���

DG ,� �� z ∈ C� �� g ��� ���$ ��! ��� �� �� y ∈ B �� g(y) = z� ���� ���� f �� ��� ���$!

���� ��� �� �� ����� y ∈ B �� x ∈ A �� f(x) = y� ���� �� (g ◦ f)(x) = g(f(x)) = g(y) = z!

���� ����� �� ������! ���� g ◦ f ��� ���$ ��� /,�

�!�( �6�� �� ����� f : A −→ B �� g : B −→ C 
����������

• ���� g ◦ f ��������� ���	 ��� ��� g ����������

• ���� g ◦ f �������� ���	 ��� ��� f ���������

������� CG ,� �� z ∈ C! ���� ��� �� �� x ∈ A �� (g ◦ f)(x) = z! �� g ◦ f ��� ���$ ��� ����

�� z = g(f(x)) �� f(x) ∈ B� ���� �� g ��� ���$�

DG ��� f(x) = f(x′)! ���� ���� (g ◦ f)(x) = (g ◦ f)(x′)� �� g ◦ f � ���$ ��! ����� x = x′ ���

���� �� ���� f � ���$� /,�

�6�� ,� �� f : A −→ B ��� & ������ ���� ��� �� ��  ���� y ∈ B 
���� ��� x ∈ A ��

f(x) = y� ,� �������� �� ��� �������� f−1 : B −→ A �� f−1(y) = x� ���� ��������

f−1 : B −→ A ��*� �� 6������ $�� f �

�6�� 3��4.��� &�������� �� �������� f : R −→ R ������� ����� f(x) = x3� ,� �� ����!

���� ���� �������� � ���$ ��� �� �$���� �������� ��� ������� ����� f−1(x) = x1/3�

&������ ���� ���! ���� f−1(x) ����� ���� ������� �� ��� (f(x))−1 F���� ��� (������
� ����

	�� �����G� �� ����� &��
�� �� (f(x))−1 = x−3�

�6�# 3�  ���� ����� A �.����� ��� ���� �
������ �������� idA : A −→ A! ������� �����

idA(x) = x �(� ���� x ∈ A� "� ������ ���� ��������� �� ����	����� ������
 ��� A! ����

��� 6���	�	2	 ��7 A� 	� ��� �������� ���� ��� 1A ������� =��� �� (idA)
−1 = idA�

�6�� 	� f : A −→ B ��� & �����! �� ��� ��$����� f−1 : B −→ A� ���� ���>

f−1 ◦ f = idA, f ◦ f−1 = idB .



�#

�6�+ 	� f : A −→ B ��� ��������� ���� ���>

f ◦ idA = f = idB ◦ f .

�!�( �6�" ����� f : A −→ B �� g : B −→ A 
��������� �� �� �����

g ◦ f = idA ��� f ◦ g = idB .

���� ���

g = f−1 .

������� idA ��� idB ��� � ���$� B��� 	��� 7�CD ��� f ��� g & ������� ��� ����� ����������

��$���� f−1 ��� g−1� ���� ���� ��>

g = idA ◦ g = (f−1 ◦ f) ◦ g = f−1 ◦ (f ◦ g) = f−1 ◦ idB = f−1 .

/,�

�!�( �6�7 �� ��� f : A −→ B ���� ���������� ���� ��� f−1 ��� ��������� ��

(f−1)−1 = f .

������� ��� �� ��� ��� ��+���� ����! ���� �� �� �������! ������ �� ������������� "� ������

	��� 7�CD ��� f ◦ f−1 ��� f−1 ◦ f �� ��� �������! ���� f−1 ���� � ���$ ��� "���� ��� 	���

7�CJ ��� f ◦ f−1 = idB ��� f−1 ◦ f = idA �� ��� ������� f = (f−1)−1� /,�

�!�( �6�� �� ����� f : A −→ B �� g : B −→ C ������������ ���� �����

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1 .

������� B��� 	��� 7�C8 ���

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = f−1 ◦ (g−1 ◦ (g ◦ f)) = f−1 ◦ ((g−1 ◦ g) ◦ f) = f−1 ◦ f = idA

��� ������� ���� ���! ���� (g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = idC � B��� 	��� 7�CJ �� ���� f−1 ◦ g−1 =

(g ◦ f)−1� /,�

�6�� ,� �� f : A −→ B ��� �������� ��� X ⊂ A ��� 1������� $�� A� ��� �����������

"��� ��+����� �� ��� &�� f(X) $�� X ����� f ���

f(X) := {f(x) | x ∈ X} .
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���� ��

(∀y ∈ B)(y ∈ f(X) ⇔ (∃x ∈ X)(y = f(x)))

��� ����� <��
������ �(� 1�������� X ⊂ A ��� Y ⊂ A ������ �������� #������

C� X ⊂ Y ⇒ f(X) ⊂ f(Y )!

D� f(X ∩ Y ) ⊂ f(X) ∩ f(Y )!

7� f(X ∪ Y ) = f(X) ∪ f(Y )�

������ �� 2. ��� 3. ���>

E� f(
⋂

i∈I Ai) ⊂
⋂

i∈I f(Ai)�

I� f(
⋃

i∈I Ai) =
⋃

i∈I f(Ai)�

"� ����� ��� #���� 7�> 	� z ∈ f(X ∪ Y )� ���� ��� �� ���� �� x ∈ X ∪ Y �� f(x) = z� ����

��� �� ��� �)���������! x ∈ X ���� x ∈ Y F���� �����G� �� ������ ���� �� z ∈ f(X)! �

������ ���� �� z ∈ f(Y )� ��  ���� ���� �� ���� z ∈ f(X) ∪ f(Y )� "� �����  ���� ���� ������!

����

f(X ∪ Y ) ⊂ f(X) ∪ f(Y ) .

9���� �(���� �� ���� �� ���������� �������� �������� 	� z ∈ f(X) ∪ f(Y )� ���� �� ����

�������� z ∈ f(X) ���� z ∈ f(Y ) F���� �����G� �� ������ ���� ��� �� �� x ∈ X �� f(x) = z!

� ������ ���� ��� �� �� x ∈ Y �� f(x) = z� ��  ���� ���� ��� �� ���� �� x ∈ X ∪ Y ��

f(x) = z! ���� �� z ∈ f(X ∪ Y )�

�6�� &������! ���� � #���� D� ��� ��������������� ⊂ ����� ��� ���� ��� 2��������������

=� ���� ��� 2�������������� ��� � ���������� � ��� 1�� ���� 
����! ����� �� �� ���������

&��
��� 	� f : 3 −→ 3 ������� ����� f(1) = 1, f(2) = 2 ��� f(3) = 1� "� ������ X = {1, 2}
��� Y = {2, 3}� ���� �� f(X) = f(Y ) = {1, 2}! ���� f(X) ∩ f(Y ) = {1, 2}� ���� f(X ∩ Y ) =

f({2}) = {2}�

�6�� ,� �� f : A −→ B ��� ��������� 3� ���� 1������� U ⊂ B ���������� ��  ���� ��

1������� $�� A! ������ ��� ����� ,�������� $�� A �� &�� � U �������� "� ������� ����

1������� f−1(U) ��� ������ �� ��� ����� $�� U ! ���� ���� ��� ������� ���� $�� U � ����

f−1(U) := {x ∈ A | f(x) ∈ U} .



�+

&������! ���� f ��� ���� ��$���� ����� ����! ������ �� �� B������ f−1(U) ���������

,� ���� ��� 2�(�� ���� ���� 5�������� ���������: ���� f ��� ��$���� ������! ���� �� ���

����� $�� U �������� �� ��� &�� ����� ��� �$����� ��������� 5��+���� ���H �(� 1��������

U ⊂ B ��� V ⊂ B ������ �������� #�����>

C� U ⊂ V ⇒ f−1(U) ⊂ f−1(V )!

D� f−1(U ∩ V ) = f−1(U) ∩ f−1(V )!

7� f−1(U ∪ V ) = f−1(U) ∪ f−1(V )�

������ �� 2. ��� 3. ���>

E� f−1(
⋂

i∈I Ui) =
⋂

i∈I f
−1(Ui)�

I� f−1(
⋃

i∈I Ui) =
⋃

i∈I f
−1(Ui)�

�(� 1�������� X ⊂ A ��� U ⊂ B ��� ��*�����>

K� f(f−1(U)) ⊂ U !

L� f−1(f(X)) ⊃ X�

"� ����� 2 ��� �����! ���� � 6 ��� 7 ��� ���� 2�������������� ������� 	� x ∈ f−1(U) ∩
f−1(V )� ���� �� x ∈ f−1(U) ��� x ∈ f−1(V )! ���� �� f(x) ∈ U ��� f(x) ∈ V � ���� f(x) ∈ U∩V
��� ���������� �� x ∈ f−1(U∩V )� ��� ��������� x ∈ f−1(U∩V )! ���� �� f(x) ∈ U∩V ! ���� ��

f(x) ∈ U ��� f(x) ∈ V � ��� �������� x ∈ f−1(U) ��� x ∈ f−1(V )! ���� x ∈ f−1(U) ∩ f−1(V )�

&��
��� �� 4 ��� 5� 	� f : 3 −→ 3 ������� ����� f(1) = f(2) = f(3) = 1� "� �4���� X = {1}
��� U = 3� ���� �� f−1(f(X)) = 3 ��� f(f−1(3)) = {1}�

�6�� 	�� X ��� Y ������! �� ��������� �� ��

Abb(X,Y ) := {f | f : X −→ Y �� ��� ��������}

�� ����� ����� ���������� $�� X ���� Y � ,�� ������ �������$� 	��������� �(� ���� �����

��>

Y X := Abb(X,Y )
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�6�# 3�� 	������ ���� ���� &���������� ��� B������� 3�� 5���(����� ��� 	����������

���� ��� ��� �� B������ fg ����� f ◦ g� ��� ���� ���� ���� ���
�����! ��� fg ���� �(� ��

����
������ ����� ���������� ������� ���> fg(x) := f(x) · g(x)! ���� ��� 	�� ������

��� ��� 3����������� ������ ���� ���! ��� ������ ��� 	���� ��� &���' @��������A ������

��� ���� �� B���� @?
������A! @1������������A ���� @�������A ��������

� �	������	�

,� �� ��� ������� f : R −→ R �������� "��� �� � ��� ,���� ��� =���������������!

��� x������ ��� ��� y������! �4����! ���� �)���� �� � ����� ,���� ��� 2��
��� $�� f

�������� ����� 2��
� ������� ��� ��� <������ (x, y) ��� ,����! �(� �� y = f(x)� ����� ��

������� ��� ��� =��������������� ����� �� �� ,���� ����+���� �� ��� ����� ���������

��� <����� (x, y)! x ∈ R! y ∈ R: ��� 2��
� $�� f �� ��� 1������� ��$���

0�1������ �6� ,� ���� A ��� B ������� ����� ��� ���	�������� ������	 $�� A �� B $���

������ �� �� �����

A×B := {(a, b) | a ∈ A, b ∈ B} .

���, )��-����� ��	�
��
	��

3�/��� �� �6� C� "� ����� ���� �� ,���� �������� ���������� ��� R× R�

D� &������! ���� A ��� B ���� 1�������� $�� A × B ���� ,� ��� � ���$� ����������

$�� A ��� B � A×B! ���������! ���� A ��� B ���� ���� ���� &�������� ��� &��
��

�� ���� ���4����� b0 ∈ B �� ��������

g : A −→ A×B, a �→ (a, b0) .
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7� ,� ��� ������������� ����������

pA : A×B −→ A, (a, b) �→ a

���

pB : A×B −→ B, (a, b) �→ b .

���� ���������� ����� ��� ��� �� ����������� ���:��	����� $�� ����������� <������

��� �� ��������� ��� "��� @��������A ������ ��� ��� ��� �� 1�������! ���� ����

���������� ���� ���4������ "��� ������������ ������ �)�����

0�1������ �6� ,� ���� A ��� B ������� ,�� 1������� R $�� A×B ��*� 4���	��� �������

,�������� $�� A ��� B�

A    B
R

A

B

"� �����! ���� �� <��� (a, b) ∈ A × B �� #������ R ��7)��	! ���� (a, b) ∈ R� B������>

	���� (x, y) ∈ R ������� ��� ���� ��� xRy� ��*����� +���� ��� ��� �� B������ x ∼ y �(�

(x, y) ∈ R�

�6� 	� f : A −→ B ��� ��������� ��� -���� $�� f �� �� 1������� $�� A × B �������

�����

Graph(f) = {(x, f(x)) | x ∈ A} ⊂ A×B .

�� -��� ��� 2��
��� ���� ��� ��� �������� ��'����� ��� ��� �
������ #�������

�6# ,� 	
�������� ����� ���! ���� A = B ��� f = idA� ��� 2��
� $�� idA ��� ��������

���������� �� ΔA� ����

ΔA = {(x, x) | x ∈ A} ⊂ A×A .

ΔA ��*� !��
����� $�� A×A� �� �������� ����
���� �� -��������	�����	��� =�
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�

�6� =������ 3��4.����

C� 	� A = B �� ����� ����� �������� ���

istMMutterMvon := {(a, b) ∈ A×A | a �� ������ $�� b}.

���� ���>

(a, b) ∈ istMMutterMvon ⇔ a �� ������ $�� b.

D� A = B = R� &�������� �� #������ @��)*�� ���A> x > y�

(a, b) ∈ R ⇔ a > b

�� <���� (1, 0)! (3,−1)! (5, 4) ���(���� �� #������! (4, 5) ���� ����� 3����� ������ ����

#������ R � R× R�

7� A = B = N� &�������� �� #������ @x �� �� 1���� $�� yA! B������ x | y� �� <���� (1, 2)

��� (3, 6) ���(���� �� #������! (4, 6) ���� �����

E� A = R! f : R2 −→ R� ���� ��

R := {(x, y) ∈ R2 | f(x, y) = 0}

��� #������ ��� R� R �� ���� �� /����	��������
� ���� ��������

+−y=     1−x2 +−y=      x +−y=   x

1−1

f(x,y) = y  − x f(x,y) = x  − y2 2 2 22f(x,y) = x  + y  − 1

���� #������ �� �� ����� �� ��� @���������� �������A�

I� 	� A ��� ������� �����! ��� �� B := P (A) �� <���������� $�� A� &�������� ��

#������ @x ∈ C �(� �� x ∈ A ��� C ∈ P (A)A� 	������ ���� <���� ���! ������ �� #������

���(���� �(� A = 3 = {1, 2, 3}�



��

�6+ ��� 2��
� ���� �������� �� �� &��
�� �(� ��� #������� ��*����� �� �� ����! ���� ���

�������� $�����4��� ����� ����� 2��
��� ������� ��� ,� �� ���� ������� ���� ��! ����

 ��� #������ ���������� ������ ���� ��� 2��
� ���� �������: �� ���� ����������� &��
���

������� ���� ��� ��� ��+���� ����� ��� ���� ������� ��������� 	���>

�!�( �6" ���� �������� R ⊂ A× B ��� ��  ��!� ����� 
������� A −→ B ����� ���	 ����

"������ ���������� ��"#��� ����

$�% &#�  ���� x ∈ A ���� �� ��� y ∈ B	 �� ��� (x, y) ∈ R�

$��% ���� "#� x ∈ A	 y′ ∈ B ���� (x, y) ∈ R  �� (x, y′) ∈ R	 ��� ��� y = y′�

0�1������ �67 	� A ��� ����� ��� �� �� #������ R ⊂ A×A ������ ����� x ∼ y ⇔ (x, y) ∈
R�

• R ��*� ��;�*��! ���� a ∼ a �(� ���� a ∈ A!

• # ��*� �(���	�����! ���� a ∼ b! ����� ���� ���� b ∼ a!

• # ��*� ��	�3�(���	�����! ���� a ∼ b ��� b ∼ a ⇒ a = b!

• # ��*� 	�����	��! ���� a ∼ b ��� b ∼ c ⇒ a ∼ c�

3��4.���� �6�� 	� A = R�

• �� #������ @=A �� ��N�.$! �0�������� ��� ������$�

• �� #������ @<A �� �����0�������� ��� ������$ F���� ���� ��N�.$G�

• �� #������ @≤A �� ��N�.$! �����0�������� ��� ������$�

• �� #������ @ �=A �� �0�������� F���� ���� ��N�.$ ��� ������$G�

0�1������ �6�� • ,�� ��N�.$�! �����0��������� ��� ������$� #������ ��� ���� �����

A ��*� F���	�����G <�����
 ��� A� 	����� ?�������� ������ �� �� @≤A ��������� F����

��� ����� &��
�� ����� ��� 	��G�

• ,� <��� (A,≤) ��������� ��� ���� ����� A ��� ���� 
�������� ?������ ≤ ��� A ��*�

���	���� 
������	� +��
��
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• 2�� a ≤ b ���� b ≤ a! �� ����� ��� a ��� b ���
�������� 	�� ���� ,������� ������������

$����������! �� �
���� ��� $�� ���� 	�	���� <�����
�

• 	� (A,≤) ��� 
������ ��������� ������ "� ��������

a ≥ b! ���� b ≤ a!

a < b! ���� a ≤ b ��� a �= b�

3��4.���� �6�� • (N,≤)! (Z,≤)! (Q,≤)! (R,≤) ��� ������ ?���������

• (N, |) �� ��� 
������� ?�������

• (P(X),⊆) �� ��� 
������� ?������ F�(�  ��� ����� XG�

0�1������ �6�� ,�� ��N�.$�! �0��������� ��� ������$� #������ ��*� =8������������	����

∼ �� ���� ����� ���� O%�$������������! ���� ���>

a ∼ a �(� ���� a ∈ A

a ∼ b ⇒ b ∼ a

a ∼ b & b ∼ c ⇒ a ∼ c

3��4.����

C� �� 2��������������� IA ⊂ A×A�

D� 	� A �� ����� ����� ������

a ∼ b :⇔ a ��� b ����� �� ������ ������

7� 	� A �� ����� ����� ���������

a ∼ b :⇔ a ��� b ����� �� ������ =)�
����)*��

E� A = N×N ��� (n,m) ∼ (p, q) ⇔ n+ q = m+ p�

I� A = N×N ��� (n,m) ∼ (p, q) ⇔ n · q = m · p�

K� 	� f : A −→ B ��� ��������! ��+���� ��� R ⊂ A×A ����� x ∼ y ⇔ f(x) = f(y)�

L� A = Z! �� ����� ��� ������ 3����� ��� x ∼ y ⇔ x− y �� ����� 3 �������



��

5��+���� ������! ���� � ����� �4���� ����4����� ��� O%�$����������� $�������

�6�� 3�  ���� O%�$������������ ��� ���� ����� A �)���� �� �(� �� x ∈ A �� ����� Rx

��� �� x 4%�$������� ,������� ����������! ����

Rx := {y ∈ A | (x, y) ∈ R} .

�� ����� Rx ��*� =8�������������� ��� x� ��� ��� ��+���� ���� O%�$������������ �����>

�!�( �6�# �� x ∈ Rx "#� ���� x ∈ A�

�� Rx = Ry ⇔ (x, y) ∈ R�

'� ���� Rx �= Ry	 ��� Rx ∩Ry = ∅�

������� 1) ����� ���������� ��� ��� ��+����! �� (x, x) ∈ R�

2) ���������� Rx = Ry� ���� �� y ∈ Rx! ���� (x, y) ∈ R� 	� ��������� (x, y) ∈ R ��� �� ��

z ∈ Rx� ���� �� (x, z) ∈ R ��� ���� ���� (z, x) ∈ R� "�� (x, y) ∈ R! ����� ���� (z, y) ∈ R

��� ���� ���� (y, z) ∈ R! ���� z ∈ Ry� �� z ∈ Rx ������ ���! ����� Rx ⊂ Ry� 5)��� ������

���� ��� Ry ⊂ Rx! ���� ��� Rx = Ry�

3) "� �����> Rx ∩ Ry �= ∅ ⇒ Rx = Ry� ,� �� ���� Rx ∩ Ry �= ∅� ���� �.����� �� z ∈ A! ��

���� z ∈ Rx ��� z ∈ Ry� ��� 2) ����� ���� Rz = Rx ��� Rz = Ry! ���� Rx = Ry� /,�

�!�( �6�� �� ��� R ���� ()�������*�������� ��" ����� +���� A �� ��� C �� ,��������� ���
-���.����� ��� A �������� ��� �� ���� R �����..��� ()�������*�������� ���� ��� C ����
3�������� ��� A	 ��

�� ∪C∈CC = A	

�� &#� ���� X,Y ∈ C ����� X �= Y ⇒ X ∩ Y = ∅�



�� # ���>����
 ����
�' ��0<)��9� <�0 ������

�!�( �6�+ ��� C ���� ,��������� ��� -���.����� ��� A� ��/����� �� �������� R ��� A ����

a ∼ b ����� ���	 ���� �� ��� C ∈ C ���� .�� a ∈ C �� b ∈ C� ���� C ���� 0�������� ��� A

�/�����	 ��� ��� R ���� ()�������*���������

������� "� �(���� �����! ���� �� &��������� �(� ��� O%�$������������ ���(��� ���� "�

$��+����� ��� (a ∼ b ∧ b ∼ c) ⇒ (a ∼ c)� �� 5��+����� $�� a ∼ a ��� a ∼ b ⇔ b ∼ a

(��������� �� ��� ;����� ,� �� ���� a ∼ b ��� b ∼ c� ,� ��� ���� X, Y ∈ C �� a, b ∈ X ���

b, c ∈ Y � ���� b ∈ X ∩ Y � ���������� �� X ∩ Y �= ∅! ��� ����� ��� ����� ,����������� �(�

3���������� ����� X = Y � ���� ���� ��� ������ a ��� ���� c ,������� $�� X ∈ C! ���� ��

a ∼ c� /,�

� ��� 
���	 !���	�" ��������� ��� ������

#6� �� ���(������ 3����� N = {1, 2, 3, . . .}! �� ����� �� �4����! ����� ��� ����� #����������

�� ����� #��������� ���  ��� ���(����� 3��� n ����� ���� B���������! �4���� n+1� ��*�����

��� �� ��  ���� ���(������ 3���! �� ������� ��� 1! ����� ��� ���(����� 3���! $�� ���

�� B��������� ��� "� �)���� �� ���(������ 3����� ���� ��������������� ��������� ������>

���������� �� ��� 1 ������ �� ���� B��������� 2 := 1+ 1! ���� ���� B��������� 3 := 2+ 1!

���� ����� <���
 ��� �.��� ������� ����� ��������� ��� �����4!2��/ $�� �����>

�����..� ����� ��%	%���&�

	� V ⊂ N ��� 1������� �� ��� ��������� ��� ,�����������

C� 1 ∈ V !

D� n ∈ V ⇒ n+ 1 ∈ V �

���� �� V = N�



�#

#6� ��� ����� �.�� ������ ��� <���
 ��� &������ ����� �����	2���
� 6����	���> ,� ��

P (n) ��� �������! ������ $�� ���� ���(������ 3��� n ���4���� ��� P (1) ����! ��� �)���� ��

��� ��� 1�������	���
! ���� P (n) ���� ��! �������! ���� ���� P (n+1) ���� ��! ���� �� P (n)

���� �(� ���� n ∈ N� &�������� �4���� �� ����� V := {n ∈ N | P (n)}� ���� �� 1 ∈ V ��� ��

��� (n ∈ V ⇒ n + 1 ∈ V )! �� P (1) ���� �� ��� ��� ��� "������ $�� P (n) �� $�� P (n + 1)

������ ��� ��� ����� �� 5�������������� ��� �.�� $�� <����! ���� �� V = N! ���� P (n) ��

���� �(� ���� n ∈ N�

#6� �� ������ ��� ,������� ���� ����� A �4���� ��! ���� �� �� ����������� � ����

#��� ���������� ��� �� $������� �� B������ 1, 2, 3, . . .� �� ������ B�����! �� �� ��������!

�� ���� ��� ������ ���  �����	� |A| $�� A F�������� ���� #AG� ,������� ����������� ��

���� ��� ��:��	��� $�� A �� ���� ���������(�� n = {1, 2, . . . , n} ��� ���(������ 3������

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

,� �� ����! ���� ��� ��� ��� ����! ���� �� ������ ��� ,������� $�� A ������� ��� "� ������

|∅| = 0� ,��� ���������� #����������� �(� ������� ������ ���>

C� |A| = |B| ⇔ �� ��� ��� & ����� A −→ B�

D� |A ∪B|+ |A ∩B| = |A|+ |B|�

7� |A×B| = |A| · |B|�

E� |AB | = |A||B|



�� � )��0������?�

,� ��� ���� ����� ��� ����� ���������� {1, 2, . . . , 6} −→ {1, 2, . . . , 10}

I� X ⊂ A ⇒ |X| ≤ |A|�

K� "��� X ⊂ A ��� |X| = |A|! ���� X = A�

# $�
�������%�

��� 34���� $�� ,�������� � ���� ����� �� ���� ��� ��� &���' ��� & ����� ���(�����(�����

�� ������������ ���� $�� ������ ��� ��������> �� ��� &���' ��� & ����� �����4��� $��

�������� ��+���� ��! �)���� �� ��� ���� �������� ��� ��������� ������ ��� ���������*��

���� ���� �4����H

0�1������ �6� 3�� ������ A ��� B ��*�� 
������2��	�
! ���� �� ��� & ����� α : A −→ B

���� �� ���������! ���� ��� ������ ������4���� ���! ������� ���

|A| = |B|

��� ���� ����! A ��� B ����� �� ������ "��������	2	�

0�1������ �6� ,�� ����� X ��*� �������! ����

|X| = |{k ∈ N |k ≤ n}|

�(� �� n ∈ N0�

,�� ����� X ��*� ��2���� >���������?! ����

|X| = |N|.

,�� ����� X ��*� )����2����! ���� �� ���� ������ ��� ���� ���4����� ���



�+

3��4.���� �6� • N = {1, 2, 3, . . .} ��� {2, 3, 4, . . .} ��� ������4����! �� �������� n �→
n + 1 �� ��� & �����! ������ �� ������ ����� ��� ����� 1������� ��� �(� �������

������ ���� �� ����� ���� 
�������> ��� ����� 1������� ��� ���� ���� ������ ,������

���

• N = {1, 2, . . .} ��� 2N = {2, 4, 6, . . .} ��� ������4����: ��� & ����� �� ������� �����

f : N −→ 2N, n �→ 2n�

• Z �� ���4�����> ��� & ����� N −→ Z �� ������� �����

1 �→ 0, 2 �→ 1, 3 �→ −1, 4 �→ 2, 5 �→ −2, 6 �→ 3, 7 �→ −3, . . .

• Q �� ���4�����> �� ��� ���������! ���� ��� ��� &��
�� ���� F
���$��G &�(��� �

��� �������� 	����� �������� ��� ����� ������� ����������� F��

��� ���4���� &�(���

���������G>

Nenner

Zähler

1 2 3 4 5

2

3

4

5

1

,�� & ����� N −→ Q+ := {q ∈ Q | q > 0} �� ���� ����� �� #��������� ��� &�(���

� 	����� �������� 2������ ���� ��� �� �����$�� &�(��� �4���� ��� ���4�� �����*���

����� 34���� ��� 8 ��� ������ ������������� 34���� ���� 
���$�� ��� ���� �����$��

&����� ��� & ����� N −→ Q�

• R �� (������4������ �� ��� �� �������! ������ �� ���4���� ����� ��� 2������� ���

"� ����������� ��� ���� ��� ���� �(� �� 5��������������� "� �)����� ���� ���� 3�����

��� [0, 1) � ���� 1������ �����������! �� ������ � ���� ����������������� �� 1������



�" � )��0������?�

�)���� ���� �� ��������>

0, 1 4 5 9 6 8 8 9 1 2 5 3 . . .

0, 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 4 . . .

0, 8 7 6 7 8 9 0 0 0 0 0 0 . . .

0, 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 5 . . .

0, 3 4 2 3 4 2 3 4 0 3 4 6 . . .

0, 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 5 . . .
���

���
���

���
���

3�����! ����� ����������������� �������! �(���� �� �� B����� ���� "� �����������

 ���� ��� 3��� ��� [0, 1)! �� ���� � ��� 1������ ��������� ��� ���� ��� �������� �� ����

"����
����� ��� ���� �4���� �� ���� ���� 3��� ��! ���� �� ��� i���� 	����� ���� ���

=���� ����� ������� ����� ��� �� ��� i���� B�������������� ��� i���� 3��� � ��� 1�������

������ ���� 3��� �)���� ���� ���� �� ��������>

0, 358765 . . .

"���� ����� ���� 3��� ��%&� � ������� 1������ $���

�!�( �6� $ � 1�����% ���� 
������� f : X −→ P(X) ���� ��� ��������� ����� ��� +����� X

�� P(X) ��� ���� ��� ������.2������

������� �� �����

Xf := {x ∈ X | x /∈ f(x)} ∈ P(X)

���)�� ���� �� ��� &������� f(X) ⊂ P(X)� ���������� �4����! Xf = f(y) �(� �� y ∈ X!

�� ��

y ∈ f(y) ⇔ y ∈ Xf ⇔ y �∈ f(y),

�� "����
����H /,�

0�1������ �6# "� �������� |X| ≤ |Y | ��� �����! Y ��	 ���� 
�$���� "��������	2	 ��� X! ����

��� �� ����� X ↪→ Y �.������ "�� �� =��
����� $�� ��� �� ������� ����� ��� �� �����

��! ���

|X| ≤ |Y | ��� |Y | ≤ |Z| ⇒ |X| ≤ |Z| .

���� ��� ��! ���� |X| ≤ |Y | ��� |Y | ≤ |X|�



�7

����� /-#�0��� ��%������� 1���2 3�������� ��%+%���	
�

�!�( �6� ���� ��� �����	
���	��	
��	������

|X| ≤ |Y |, �� |Y | ≤ |X| ⇒ |X| = |Y | .
3� ,�����4� ���5� ����

�4�������� 3����������

f : X ↪→ Y �� g : Y ↪→ X ,

�� �4������� ���� ���� ���������

h : X −→ Y .

������� FB��� �� 3���$���0G� 2������ ��� �� �� ������� f : X ↪→ Y ��� g : Y ↪→ X ��� ��

����������� �� ��� & ����� H : X −→ Y � �(� ��� ������� 1�������� A ⊂ X ������ ��

F (A) := X \ g(Y \ f(A)) .

,��� ��� ���� f(A) ⊂ Y �������! ���� ��� =��
������ Y \ f(A) ��������� ��� ���� �����

��� g ���������� ��� �� �������� g(Y \ f(A))� 	����*��� ������ �� ����� ��� =��
���

���� � X� "� �)����! ���� �� ������! F ��� ��� �������� $�� P(X) � ��� ������ ��'������

"� ������ ��� ��� ����� A0 �� ��� ,���������! ����

F (A0) = A0 .

,� �� ���� X \ A0 = g(Y \ f(A0))� "� �������� ���� & �������

g−1 : X \ A0 −→ Y \ f(A0) ,



�� � )��0������?�

f : A0 −→ f(A0) ,

���� �������� ��� & �����

h : X −→ Y, h(x) =

{
f(x) ���� x ∈ A0

g−1(x) ���� x /∈ A0 .

	����� ��� �� X ��� ����� ������ F ��������� ��: �� ��������

X ⊃ F (X) ⊃ F (F (X)) ⊃ . . .

	����

A0 :=
⋂
k∈N

F (k)(X) ,

���� F (k) = F ◦ F (k−1) �� k������ =��
����� $�� F �� ��� ������ ���

3�&! .� ��8 	�� Bi ⊂ X! i ∈ I! ������� 1�������� $�� X! �� ���

F (
⋂
i∈I

Bi) =
⋂
i∈I

F (Bi).

������� 6������� ����! ���� f(
⋂

Bi) =
⋂

f(Bi)! ��� f ��:��	�� ��� 6������� �����! ������ #����

�� ��� ��������� ������� ������

F (
⋂

Bi) = X \ g(Y \ f(⋂Bi))

= X \ g(Y \⋂ f(Bi))

= X \ g(⋃(Y \ f(Bi)))

= X \⋃ g(Y \ f(Bi))

=
⋂
(X \ g(Y \ f(Bi)))

=
⋂
F (Bi) .

,� ����� ���>

F (A0) = F (
⋂
k∈N

F (k)(X)) =
⋂
k∈N

F (F (k)(X)) =
⋂
k∈N

F k+1(X) = A0 .

���� ����� �� ����� 3�� �������� /,�

�6+ ��� 	��� ��� $��� ������������ �� ����������

f : [0, 1] −→ (0, 1), x �→ 1/2x+ 1/3

���

g : (0, 1) −→ [0, 1], x �→ x

��� ���� � ���$� ,� �����! ���� �� ��� & ����� ������� [0, 1] ��� (0, 1) ���! ���� ���

������� ��������� � ��� ���� �� ������H



��

�6" )�����  /4&@.��&�4�8 �� 1878 ������� P����� �������� �����> &�������� ��� ����� A

��

N ⊂ A ⊂ R .

��� ���� ���� A ������4���� �� N! |A| = |N|! ���� �� R! |A| = |R|� P����� ��� ��� #���

����� ;����� $�������� $�������! ���� ����� �� ������������ ,� ������ ��� ������> �� ���

�.���� ��� ����������� 3�P������������ �� ���� ����� ����	��������H

& !'(

"� ����� ����� ������ ��� ������������
������ ���(������� ������ �������� �� �0������

������ ������ ��� ��������� �
��� �� ����������� ��� ������ �������� #����� �� �����

&��������������� ��� ���� ������������� ?� ���� ��� 3��������4��� ������� ,���� ������

������ ������� "�� �� ���� ��� ������ ���� ����� �� ������! ��	�� ���� +��
� ����	����

��� :��� 5�������7�����
 ��� ��	���	��� ������	������������ <:��	�� ������� ���������


���� ������� !����� �� ����� -������

?����� ��� ����$ ���� ������! ���� ��� ���
�����H ��� ;����� ��� <�����
� 3�������

������ ��������� 1903 ��������� <�����.��>



�� + �,

3������� ������ ��%+���+��

B���� ��� ����� x 
��$������! ���� x /∈ x� �� ������ ������! �� 	� ������! ��� ���)����

��� ������� {1, 2}! {1, {2, 3}, {1, 2, 3}}! N ���! ��� &��
��� $�� ���)������� ������� ,� ���

���� �������� ���� �����)������ ������! ��� &��
�� �� ����� M ����� ������! ������

��������� ��� ,������� ���������> ,� �� {1, 2} ∈ M ! {2, 3} ∈ M ! ���� ����4�� M ��������

��������� ��� ,������� ��� ���� �� M ∈ M � "� ����� ��� �� ���������� 4�����3+��
�

R := {x | x /∈ x} ,

������ ����� ���� ���)������� ������ ��� ,������� ����

�� &���� �.
������! ���� �� ������

6�	 R ���� 
��$������� +��
�.

"���  �! ���� �� R ∈ R! ���� �� R �����)������ "��� ���! ���� �� R ��� �����)������

�����! ���� R ∈ R! ���� ��� ��������! ���� R ��� ,������ ��� ����� ����� ���)������� ������

���)����� �� ��� "� ����� ���� ������ "����
������

��� <�����.�� $�� #����� ����! ���� �� ���� ����� ��� ����� �������� �)����� "� �(����


�4������! ��� �� ����� ��	���	��� ������	������������ <:��	�� ������� ���������
 ����

������� !����� $���������

���� �������� 	�
��
����
�� �� ��
 ���������
���� ���� ��
 ��
���
 
����
� ����� �� ��
�� ��
 ���� �����
 �����


����
�� ��
 
����
� ��� ��
���
�



��

����� 4������ ��%+����	&� '���5 1������� ��%�����
	�

"�#� 6�� 7������ ����&���	+�8 9#����5 /����� ��%%+���
&�

4������! 1�������! 6�� 7������ ��� /����� �������� �� �.�����0���� �(� �� ����

�������� ��� ���� �(� �� 2��������� ��� �������� ��������� ���� ���� �.���� ��� � ���

	
����� ��� �������� ;��� ���������� 	� ���4���� ��� ����! ��� ������ ���! ������� ���! ��

�� �� ������ ������� �(����� "� ������ ��� ���� ��� $�����4���� 3�P�	0���� ���
������:

��� �(��� ��� #����� ����� 1�.��� �
������! ��� �� ���� �� ������� ;��� ��������� �(��

����� ��*����� ��� �� ������� ������ � ��� <��.� ���� �� �����: ������������ �)����

�� �������� 
������������� ����������� ����� ����� ����� #�����0���� $�������H

�� -��
����� ��� 3�P�	0����� ���>

• ,� ��� ��� ������ ��� ��� #������ ∈� ,������� ���� ����� ��� ������ ����� �������

• �� �.��� �������� ��� ����� 	�������������������� ��� ���� ��������� ��� ������!

�� ���� @�� ���*A ����

• �� ,.����� ���� ���������� ����� ��� $�������������



�� + �,

��� 
2���4���!���*�4!2��/

A = B ⇔ ∀x : x ∈ A ⇔ x ∈ B

������! ���� ��� ����� ����� ���� ,������� ������� ��� ,��� )������!/A�2��/� ������

�����! ���� �� ��� ��� ������ A ��� B �� ������ A ∪B! A ∩B! A×B ����� �)�����

-���� ������� ��� ���� 1��� $�� :�����;���>

:�<�����< :�����;���8 ��%�
���%��

��� ��9����	 �� ���������� <��� ����� �� ����������

(a, b) := {a, {a, b}}

��������� ��� 3�P�	0���� ���� ��� �� ���(������ 3����� �����������*�� ��9������>

0 := ∅, 1 := {∅}, 2 := {∅, {∅}}, . . .

�������� ��+����� �� ��� /���7��
�� $�� n ��� n∪{n}� ��� <������%&����4!2��/ 
��������

��� �� ,.����� ���� ����� N0 �� ����� ����� ,��������� ?����� �� �� � ��� ;���

���! ���� 3����� ��������4����! ��� � 3�P ���� 
��������! ���� �� ����� ��� ������ 3�����

������� ��� 7��	�
�� <:��	 �.������ �� ��� 3�P��.���� ��� ����������� ���� ��� ���

�����������.�� ��� ��������

��� � 44����� ��4!2��/ ������> �� A ��� ����� ��� �� P ��� ,���������! ������ ���

,������� $�� A �����'�� ����! �� �� ����

{x ∈ A | P (x)}

��� ������ ����� �.�� ������� �� ���! ��������� $�� ���� ��������� �����! �� =��������

��� $�� ���� $�� ����� ������! �� ���� ���� 1�������� ������� ������������� ���� ���



�#

B����(/�����!2��/ ������> �� A ��� �����! �� �.����� ��� ����� P(A)! ����� ,�������

����� �� 1�������� $�� A ���>

B ∈ P(A) ⇔ B ⊂ A .

����� �.�� ���)����� �� &����� $�� ����� ���*�� ������� 5�������� 	� ��� ��� 5�������

���� �� ������ $�� ����� 1�������� $�� N ���

	������� ��4!2��/

	� A �� ������ ���� ��� �� ��� ����� ∪A! ������ ,������� ����� �� ,������� ��� ������

���! ������ ,������� $�� A ���>

∃ ∪ A : a ∈ ∪A ⇔ ∃B ∈ A : a ∈ B .

3�� &��
��>

A = {{1, 2}, {4, 5}, {7, 8}, . . .}� ∪A = {1, 2, 4, 5, 7, 8, . . .}
?�� ��� �� ������ ������ ����� ��� ����.����� I! A = {Ai; i ∈ I}� "� ��������

⋃
i∈I

Ai

�(� �� 5�������� ����� ����� ������� ,�� 4������ B������ ��� �(� ��� ����������� ���

�����>� ⋂
i∈I

Ai .

� 4�!&�!2��/ F�.�� �� P����G

	� A ��� �����! ����� ,������� ����	 ����� +��
�� ���� ���� ��� �� ��� ����������
� C!

������ ,������� ��� ���4��! ���� �� ���  ���� ,������ $�� A ����� �� ,������ ����2�����

������ ������> ,� ��� ��� ����� C �� ��� ,���������

∀B ∈ A ∃! c ∈ B ∩ C .

3��4.���8

A = {{1, 2}, {4, 5}, {7, 8}, {9, 10}, . . .}� ,� ��� $��� �)���������! ���  ���� ����� ������

�� ,������ ������4����! ��� &��
�� �)���� �� ���� ��� ������� ,������ ������� ���

�(��� ��� �� ����� C = {1, 4, 7, 9, . . .}� ���� �� ����� {1, 5, 8, 9, . . .} �� ����� �� ��� ���

�������������

��
������
� �
�����  �
 ���� �!�
�"�!��� �#
 ��� �!�����$ ���������
 �
�����������



�� " �<,5�3
�

3������� ������ ��� ����� �.�� �����������*�� 
����������> ��� A �� ����� ����� 	�����


����! �� ���� ��� �(� C ��� &��
�� �� ����� ��� ������� 	����� ������� ��� A �� �����

��� 	�����
����! �� �� �� ���� ���� �� ����! �� �� ���  ���� <��� ��� ����4���� �)����� ���

��������.�� ������ ��������� �����! ���� �� ���� �������� ��������)������� ���! ����

�� �.
��� ������� �� �(�����

	� ��� �� ��������� �.���� ��� 3�P�	0������ � "� ����� �� ��� �� ��� <�����.�� $��

�������

&��������� �� ��� ��$����� U ! ��� ��*� �� ����� ����� ������� ��� �� �� ������ ������!

���� � 3�P�	0���� ���� U ���� ����� ���� 	���� �)����� �� �� -��� ��� ��������������

�.��� �� �����

{x ∈ U | x /∈ x}

�����! ��� �(���� ���� ���� �� $�� ��� #��������� <�����.�� ���������

�� 3�P�	0���� �� ��� ���������! ��� ��� ��$����� �.����� ���� ��� ������

) ��*���	�

C� 	� A = {1, 2, 3}! B = {1, 2, 3, 4}! C = {1, 2, 5, 6}� &������ (A∩B)∪C! (B∩C)∪A!(C ∩
A) ∪B! A ∩ (B ∪ C)! B ∩ (C ∪A)! C ∩ (A ∪B)�

D� &������ ���� 1�������� $�� ∅, 1, 2, 3�

7� &����� ��� ����� �������$������

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

��� ��� ��+���� $�� ∩ ��� ∪�

E� A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ C �� � ���������� ���� ������ 3��� ��� �� -��� ����

3��������

I� &����� �� �� *��(������ #������

K� &�����

(A ∩B) \ C = A ∩ (B \ C), A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C),

�% ����� �#
 %�
����� � �#
 �
������ �� & �#
 &������ ���� �#
 ��� �� ����!���� �� ���� '����������
� ���

��� �� ����!��� ����� ����$�� �(������



�+

(A ∪B) \ C = (A \ C) ∪ (B \ C), A \ (B ∩ C) = (a \B) ∪ (A \ C).

L� "����� ��� ��������� �������� ��� ���� F����� ��� x!y ������ 3������G

L�C� 0 < 1 ∨ 1 > 2

L�D� 0 > 1 ∧ 1 > 2

L�7� 0 < 1 ⇒ 1 < 2

L�E� 0 > 1 ⇒ 1 > 2

L�I� (∃x)x2 = 4

L�K� (∃!x)x2 = 4

L�L� (∀x)(∃y)x < y

L�J� (∃x)∀y)x < y

L�Q� (∀x)(∀y)[x < 0 ∧ y < 0 ⇒ xy > 0]

J� 5������ �� <��
������� ��� ������� L� 	���� ���(�! ���� � ��� ����� <��
�������

��� 3����� ¬ ���� $��������

Q� "����� #����� �(� ������ ����
������ ��������� 1����������

• ¬(¬p) ⇔ p

• (p ⇒ q) ⇔ (¬q ⇒ ¬p)
• (p ⇔ r) ⇒ [p ∧ (q ∨ r) ⇔ (p ∧ q) ∨ r]�

C8� ;��� ��� A ⊂ B ⇔ (∀x)[x ∈ A ⇒ x ∈ B] ��> A �⊂ B ⇔ (∃x)[x ∈ A ∨ x /∈ B]�

CC� 3����� �� #��������

• @x �� �� 1���� $�� yA! �(� x ∈ {2, 3, 5, 7, 11} ��� y ∈ 12�

• @x2 − y2 = 0A �(� x, y ∈ R�

• @ |x2 − y2| < 1/2A �(� x, y ∈ R�

CD� &�������� �� #������ ������� ������� 3����� x, y! ������� ����� x2 − xy − 1 = 0� ���

������� 1�������� ������� ��� ��� ������� x �→ y ���
� y �→ x� "����� "���� ������

����������� �� ���$� �������� ������ �(� x3 − x2y − 1 = 0�

C7� &�������� ���� <���� p � ��� ,����: A �� �� ����� ����� <����� ��� ,����! B ��

����� ����� 2������ ����� p� &�������� �� #������ @x ���� ��� Y A �(� x ∈ A ��� Y ∈ B�



�" " �<,5�3
�

C7�C� 3���! ���� ���� #������ ���� �������� A −→ B ��+�����

C7�D� &������ ���� 1�������� $�� A! ��� ������� �� #������ ��� �������� ��+�����

C7�7� 2��� &��
��� $�� 1��������! �(� �� �� �������� �G ��� ���$ ���� ���� � ���$!

�G � ���$! ���� ���� ��� ���$! �G ���� $�� �����! �G � ���$ ���

CE� &������ �(� A = 2 ��� B = 3 �� 9 ���������� f : A −→ B ��� �� 8 ����������

g : B −→ A� �(� ������ <���� ��� g ◦ f = idA ��� �(� ������ f ◦ g = idB�

CI� �(� f : A −→ B ��� X,Y ⊂ A ��� X ⊂ Y ⇒ f(X) ⊂ f(Y )� 2��� �� &��
��! ��

f(X) ⊂ f(Y )! ���� X �⊂ Y ����

CK� 	� V �� ����� ����� ����������� ��������� ��� R� "� ��+����� ��� #������ R ������

R = {(f, g) | f(0) = g(0) ���f(1) = g(1)}

��� R ��� O%�$�������������

CL� 2��� �� &��
�� ���� �� ����� N −→ N! ������ ���� 	�� ����� ��� F<�����.�� $��

���������G


